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XL. Methodus invenhndi Lineas Curvas ex proprletaUbns Varta^ 
tionis Ctirvattir^. AuSiore Nicolao Landerbeckj, MaMde!\ 
Profejf. in Acad. Upfalienji AdjunSio. Commuuicated by Nevi.l 
Malkelyne, D. D. F. IL S, and AJironomer RoyaL 



Read July i^ 17840 

P A R S S E G U N D A^'^. 

CURVAS, ex proprletate varxationis curvatiiras invenire^ 
indice per funflionem coordinatarum cujufdam exprefib^, 
problema etfi indeterminatum efl: ; juvat tamen ad curvas cog- 
nofcendas, quum facile et fponte fefe ofterunt conditiones deter*^ 
minantes qui rei conveniunt et quae in cafu quovis examini fub- 
je£to locum habent, Quo coniilio et qua arte calculum inire 
oporteat, ut et haec et his affinia peragenda iint, quae ad curvas 
ex curvaturae variatione cognofcendas pertineant, per theoremata 
quse fequuntur^ exponere conabor, 

THEOREMA !• (Vide tab. XXL fig. 2.) 
Si curvae cujufd^m LC index variationis curvaturse fit T^ 
radius curvedinis Rj, finus anguli BCD^, poiito finu toto i^ 
arcus curvae LC % coordinatae perpendiculares a: et jy earumque 



fluxiones dp^ d%^ dx^ et dy dicantur, erit 



d% ^ dp 



dx 11. d% dp 



Quoniam dxtz -^ V^dp ct dz^ - -~!=rr habetur 



■^^ Sec Vol. LXXIIL p, 456, 

Q q q 2 et 



47B Methodus inveniendl Llneas Curvas 

et q^uum dK^ Tdz erit R =y^Tdz et fubftitutione — ^ 



Con I. Hinc obtinetur -^ =s --dp. ;^ ^ -— IL= et _ r: -■ 



'v/i-./ 



C^r. 2. Si Tangens anguli BCD per r^ Secansper s defignen^ 

tur habetur - — = - — — ^ et ;; — =^ -. — ;,:=:: . 
jTdz ^+^" /t/2: sV.^^i 

SchoL !• Ex hoc theoremate facilis deducitur methodus gene- 

raliter calculandi variationem cur/aturas curvae cujufcumque.^ 

NzmfTdz iz -> ... '^ .. J'^^' ' 9 quantitas vero -"2-^^^^ datur, data 
inter ;v et jy relatione. Sit valor quantitatis - -±^J^ — Z func- 
tioni curvae %,J^Tdz:=:Z et fumtis fluxionibus Tdz — Zdz qua 

T = Z fundioni Ipfius %. Si valor quantitatis , - - :::3 p per 

/ expreffusj erit /"T^sjrrP fumtifque fluxionibus T^x^P^ et 

T = -^, quse fundio eft quantitatis /, in poteftate femper eft 

— per p exprimere. 

SchoL 2. Hujus etiam theorematis fubfidio inveniri polTunt 
curvae ex data relatione inter T et z^ R et %, R tty, et R et p^ 

Si enim fit T ~. Z fun£lioni quantitatiss;, tntjTdz rry Zdz + A, 

dz / — dz \ dp 

/% ^ dp 13 f' ' /^ dz 



vi theorematis --: — ~ — (=: — '^] — -* -~=- et inteFratione. 

/^^^-^+C=. -^-±==.. Pofita/V^ + Cr:,^ et N nu 
../ / Zdz + A / 1 --f J J Z i^ + A 



merus- 



ex froprktatihus Fariationis Curvaturi^. 47p 

merus cujus logarithmus hyperbolicus i habetur ^i ~/>^ = 

>^V-i-.N-V~i NV-14.N-V-1 _ ^. . 

•. — r- — et /> =5 — — , quae runctiones funt 

quantitatis2;,quibus pofitisZ ets/i -Z'' refpe£live proveniunt 

^(^ fdz^T^') = /Z^2; etjvX== fpd%)zi f d%\^ i - Z^ 
quarum alterutra curvarum indoles innotefcit. 

SiR = X fundioni abfciflb x provenit ^ (=:^)= ^dp et 
integratione X ( = C -J^-^) ==/ unde \/T^^ = s/i - X' et 
y (- A^i7^^==iy "~ f'^/'~r ^q^^^io curvas indolem exprimens,. 

Etfi R = Y funaioni ordinat^ j/, habetur ^ ( = f ) =— 
-4^ et integratione Y ( =^^ + C) = \/T^% unde / == 

Vi-Y €tx\^^J ~ / ""' ^ -7^=f^qu^ exprimit natu- 

S^^i^-Y" 

ram curvae. 

Hinc colligitur quod quoties l^d% perfede integretur et 

/' — — — obtineatur per arcus circulares dum zxxt jZdz aut 
J Zdz^Ps. ^ 

J d%\ i - Z^ abfolutam admittat integrationem, curvae erunt 
reftifiGabiies, et algebraicj^, ii relatio inter ^ et z vei interjy et % 
m relationem algebraicam inter x et jk permutari poffit, 

Evidens etiam eiL qiiod fi X fundlio efl algebraica quantitatis ^; 

vel Y quantitatis y^ et non folum ^ ^^^ vr ^^^ etiam 



Y.dx , Y4' 



^—y^-~r^ vel — >::=i=::r^ quantitates peifede integrabiles^ curvj^ eva-*:- 

V^i-x^- ^ V i-^' 

dunt: algebraica^j alias tranfcendentes. 

ExmpL.. 



480 Methodm invenlendi Lineas Curvas 

ExempL i, Invenienda fit cvirva ubi variatio curvaturee T=a 

?Li^ f±31^}liz^...^ , \]t fimplicior reddatur calculus ponatuif 

a^' \/8^^ -f 272] ^*— A.a^ 

Z — 1 1|- ^ ^ 21 •. 2/^^—86* 7 dui/u ^ -iu^b 

et/TJ^-:^^!^^> A; fit conftans h^ec A = ^, quod 

accidit evanefcente j l^dzu = ^, habetur per theorema 
^Jl^^i^ ^ )- - -^ et integratione A*£L + C = - ' 

/ — T=4r::r., cujus acquationis termini quum fint arcus circulares 
quorum fuius ^/i ^p'' — ^^— ''^ et cofinus /== -^^ pofito arcu 
conftanti C:::^^, obtinetUr y \^ fpd%) ^ f ~ — . + B) =3 
-^ • nam JS=:~r-, poiita y=:o et u^js^b^ atque A^(r: 

fd%s/T:^):=^f^-~^^'^^ q^ibus ^quationibus ex- 

terminata u et fubftituta a habetur y^ = ax" aequatio pro parabola 
cubica. 

Exempl. a. Si fit variatio curvatura^ T r: ^ erity* T^/^ (:« 

/*i!.^ )=5l+AetfiZ== ofTdz «= ^? erit conftans A ::= ^, atque 

vi theorematis |^(r:~f^^):s ^ --,^ et integratione 

f^l^^Cr: -^f-j -l ^; pofito arcu conftanti C == o caeteri 

funt aequales eorumque linus et cofinus, unde \/i-p"^ 
^^. p:=:-^^ttdx{^dzV^ {- 



ex proprktatihus Varraiwnis Curvaturce. 48 1 

'pdz) =r ^^^— quibus Gonftat curvam ^tK^ catenariam. 

ExempL 2. Sit variatio curvaturseT^: — -— — >^ evadit /*T^^ 
:= s/zaz-z^. per theorema - ■ l ^ ( n —-^ \ =: - — "^^ •-> et 

per integratiotiem P .J-l^^ + C^ - /"—r^L^r, fi arcus ille 
Gonftans C^o, caeteri funt j^quales eorumque linus et cofinus, 

- "~ aequatio pro Gycloide ordxnaria* 



T H E O R E M A X I o 

Manentibus antea adhibitis denominationibus erit — --^^L^ 
dp 



Ouoniam -- = -dpy erit dividendo per v/i --A\ — 

"^ R ^ ^ ^ ^' R/i-/ 



- -7= • Propteri :Vi -/^ :: CD(R) :CFziR^/73y-, 
fcd dz : dx ::Tdz iTdxy quae fluxio eft ipfius DE, quare 
T>E-J^Tdx, vtndo CF ^ y + J^Tdx qua pro Rv/r^^ fubfii- 
tuta, prodit "^ — - ^ 



y + frdx Vi^^^' 

CV. !•, Quantitas ^ + T^^;^ femper efl: perfe£le integrabiliSi,' 
Nam T^;^- ^f^^^^^ilZ et dy^-^ unde ^y + T J;t^ =:.~!i^ 

^' ^^ ^^ mtegratione jv +y Tdx:z ^ —^ - 



Or-v^ 



48 3 Methodus hwcnkndi Lineas Curms 

Cor\ 2. Dicatur femichorda curvaturae CF F, obtinctur 

4)c _ _ dp __ ^-^ — -^ •^ - et ^^ = ^ 

C^r. 3, Si Tangens anguli BGD per r, Secans per idefignea- 
tur habetur — ™~— == — --— r et 



^Sc/^^?/. I . Per hoc theorema via etiam patet calculandi gene- 
raliter variationem curvaturae. Eft enim y + jTdx^ ^ 
dsc 1-2^^ quantitas vero -^^~— datur data inter ;v et ^ rela- 



dp ' ^"" ^^" dp 



tione. Sit valor quantitatis - j ^ - = X fundioni abfciffae x 
sequatione ad curvam inventus, tntjTdx —X-y et fumtis 
fluxionibusT^A; = ic^A:-^/>^, quaT = X-^ubi tam A quam 

— funt funftiones abfciffae x. Si valor quantitatis - - '' .^'^^ 

^P per jO expreffus, erity^T^ArnP-jj; fumtifque fluxionibus 

I 
Tdx ^Vdp^-dy, qua T = ^ - -j^^= ubi ^ fundio eft quan- 

titatis pj nam -^ per p exprimi poteft. 

SchoL 2. Hoc adhibito theoremate inveniri etiam poffunt 
curvag, ex data relatione inter T et at, F et a;, F etjp, F et z, 
et F et p. Pofita enim T fundione quantitatis x^ patet per 
curvarum quadraturas, aut perfedam aut imperfedam quanti- 

tatis Tdx obtineri integrationem. Sit J Tdx=:X + j Xdx 
fundioni vel algebraicae vel ex parte tranfcendenti ipfius x^ 

Xdx capiatur, 
ifque ejus indolis ut / X + X^^, velquod idem cf\:y+jTdx=^ 

3 x+ 



ex proprktatlbm Variationh Curvafura. 483 



X + X^^ integratione abfoluta habeaturj, permanentc 

Tdz=:Tdx\ i -X'' perfefte integrabili. Per theorema deinde 
habetur J^ ( = ^ — ) = =4==-, et per integra- 



curvae 



tionem C ^ r — -^ [- C = - P ~J-^ , fi ponatur 

r ^ .. + C = >^ et N bafi logarithmorum hyperboHcorum, 

X + /x + XJ;^ 

^W-^^^-W-^ nV-i + n-V-i 

ent^i^/ = ^^^ et^- ^ , ^i-p 

/—nr 
ctp igitur funt fun£liones ipfius Xy quae fi ponantur V i --X' 

/^ 111 

et X, habetur jy { = J r/—-^) = /T'^*^^' gequatio qua 

internofcuntur. 

Si fit F = Y fun£lioni quantitatis y erit per Cor. 2. 

f ( = '{)=- -T-f^' integrationey|l + log. C = log. ^T^Tj:.^ 

ponatur / — = /^ et N iogarithmorum bafij erit ta£lo ad quan- 
titates abfolutas tranfitu CN^^ := ^/ 1 -p^p^ s/i -C^N^^^ etx^- 
y 2 . ^"^L j zz J ~=J.^:^ , i^equatio qua^ indolem curvae indi- 

gitat. 

Si F = Z fundioni Ipfius % erit ^ (~^^^\= ^^t et intepTa- 

tlone /^^-+10^.^^= log. J|-"^, et fi P^- <^ et N bafi logadth' 

mica habetur p^ , ety==^ / M% ) .— / ~ — ^ qai 

^ i+C/N'-^ ^ ^^ ^ J i-i-C^v" -^ 

curv^ comiofcuntur. 

o 

VoL. LXXIV. Rrr CouOai- 



484 Methdm in^oeniendi JJnem Ctirvm 

Conflat hinc quod quoties ^+ fxdx perfefla integratione 

i!l 

habeatur / -J^;^->- per arcus circulares dum — i-lL^ abfb- 

lutam admittat integrationem curva fit algebraica, fi vero aliter 
evenerit tranfcendens. 

Quotles i:^ fit intep;rale logarithmicum et — - — t^^^W, abfolutam 

admittat integratlonem curva eft algebraica> in aliis cafibus 
tranfcendens, 

Et quoties / £^ per logarithmos inveniatur, ^^ \..^^ ' abfo^ 

lute fit integrabills pariter ac -2 — -_^^ curva eft algebraica, aliag 
tranfcendens. 

Exemph I. Si fit variatio curvaturae T = ^-^ — ~ jC"'' '^ ' '^ ^^^^ 

^5CT.^5z:t^v^?37>. ^v«Tr7 aVTt? b^^T'^ 



ab 



T^(- ^3^ ;=■ 

^.^id^JE?^ fx ponatur y^ ^^^^~^ habetur y^frdxzz 
fH£EZf!r:ZE?, adhibendo theorema _=^^!^^^ (rr 

4- L. r: — 



— ^^ — ) == — ^ " et intewando / — . 

/— ^=£=, cujus termini funt arcus circulares quorum finus 
v^ i--p^ 



^i/,/^;,^ . r , ^^ 



a/i --p' — -.^--rArrr^rrrr^ ct cofittus p— \ - evanefcentc 

arcu conftanti C, quare^ ( ^J]^ ^/^T^I?} = ^^^ 
€t in hoc cafu curva efi: ellipfis* 

4 ExempL 
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S.xmp!. %. Sit jara variatio curvaturas Tas ^ - ^^^'^^ - erit 

feda iutegratione habetur y •{• J^Tdx :^ ^a x^x ^ Xheore- 

. .^ .*• * adx / dx dp 

matis itaqueauxuio erit > * ^.^ ^ == f =: = — 7—=, et 

^ a-^-x^/^ax^^-x^ y^jTdx ^i-p^ 

integratione r ^/ • = C = - f-yZ^^ fx vero arcus ille 
iponftans C = o caeteri funt aequales eorumque finus et cofinus, 

-. j y """ A *y%ax-\-x^ , ^ 4. r P pdx V /» rt;iAr 

r ^^;, ^r a-^x -^^ Jv^i^f-J J^znx'\rx''^ 

«quatio indicans curvam efle catenariam. 



T H E O R E M A UI, 

Dicatur cofiuus , anguli BCD ^, pofito radio i, casterifquc 
manentibus denominationibus erit - ^ -• - = -—==•• 

Eft enim — ^ aq^ qua per v/Tirp divifa, dat • y^-^ - - ^S - - r ; 

et ob I : ^/1 -q" :: CD (R) : CG = Rv/i -^f^ fed ^i : ^ :: 
T^-s; : T^ cujus integrale eft AEn J^Tdy^ unde CG (- 

AE - AB) = /Tdy - ^, qua pro R \/i - ^^" fubfiituta, prodit 

Cor. I . Semper T^' — ^*?^ admittit perfeftam integrationem, 

Etenim l^dy zz ■■ -^ ^.^r;,! et ^/a; = —r-~^ quibus Tdy -^ dx^ 

^J—j—L ^ TTiiir^ et integratione j iLdy-^x — ~ * 

R r r 2; Cor. 



486 Methodus invenkndi Lineas Curvas 

Cor. 2. Dicatur femichorda curvatur^ CG G, habetur 

dy dq dx qdq ^ d% dq 

Cor. 3. Dicatur cotangens anguli BCD t^ et cofecans v erit 

dy dt ^^y ^ ^^'^ 



SchoL I . Quoniam fTdy -x = "^' J^^ - daturex datarelatione 
interj^ et q^ lit '^ /'"- —^ fun£lioni ordinat^/ ciitjTdy — 



dx 



Y -X fumtifque fluxionibus Tdy = Ydy - dx qua T rr Y 

funftioni ipfiusjy, Si autem ^ J'^^ ' == Q fundioni ipfius q 

eritJTdy=:Q^x et fumtis fluxionibus Tdy:=zQdq-- dx^ qua 

habetur T= -^-- —1=. per ^, 

Schol. 2. Hujus theorematis auxilio elicere licet curvas data 
relatione inter T et jy, G et y^ G et x, G et %, et G et j^ 

Si enim iit T fun6lio ipfius y generahteryT^^ = Y + fYdy + A ^ 
qua^. fun£lio efl; algebraica ipfiusjv^ quotiesy Y^/y abfolutefumi 
poffit. AiTumatur;c:::-"y Y^, tali ipfius jy funftioni ut non 
folum/T4;-~^ = Y + /Y + Y./); M tti^mfTdz^fTdy 
Vi-Y^ abfoluta integratione habeantur, provenit vi theo- 
rematls --™>-— — — ^ ( = ^-^^ et integratione 

f i=— +Gz./\^. Pofita _>±__ 

J Y+/Y + Y^;.+A ^ ^^-^^ Y+Zy + Y^^+A 

+ C = /et N bafi logarithmica erit ^ = — "^^ — — et s/^i-q^ 



€X froprietattbus Variationh Curvatura. 487 

r: -. ^ qu3g fun6liones funt quantitatis jy, quibus 

pofitis 1 et Virf.prodit . (=/^)=J_^^q„^. 

tio quae indolem curvarum indicat, 

Si G=X fuuaioni ipfius x erit per Cor. 2. f^ ( = $) = i^l. 

et integratione log. CN^ (= fp + log. C)=log. -J^^fi /"ff 



r* dx . ,. . 

= / - ■ ;- •■-rrr , Quae curvae naturam uidigritat. 

SiG=Zfunaioniipfiuszerit^( = J)=A, et integra- 
tionelog.CN'(= ^ + C) =log. ,jL+-lfiy'-|?=:/, unde^= 

-— .VI -^' =- pA; (= f qaz)=: / — 1-2 et y f = 

J dz\/ - if)= J ^'', quibus curvae coffnofcuntur. 

^' i+C^N-' ^ ^' 

Patet hinc quod quando Y + fYdy algebraice habeatur 
=—=■ per quadraturam circuh, et C Jjl_^ - etiam 

Y + /y+Wj + A. ^ ^i-Y^' 

obtineatur algebraice, curvae evadunt algebraic2e, fecus vero 
tranfcendentes. 

Quando J - vel J ^ obtineatur per logarithmos, et 

«y ./r^^xW ,' ^ tam / ^ quam / ~, abfoluta ui-» 

*^ V^CN -I ^ i+c^V' ^ ^ i + C^\*' 

tegratione, curvse erunt algebraicee» 

Kxemb]^... 



488 Mstho^us mmmdiliinms Curvas 

Exempl I . Sit index variation i? curvaturas T = -^ erit rVdy =2 

^ + A, fi quantitas illa conftans A=r — quod evenit quum 
fTdy r: -5 et V tz o ; fumatur a? r: ^ erit vi theorematls l^ ^ , 

J -^ 2 -^ a ^ +4/ 

cujus ^quationis termini quoniam fint arcus circulares quorum 
fmus q= ^T^ff et cofinus s/i - ^' =: 7P^r==^^ ^^^^ conftanti 

va 4-4/ -^ v«^+4/ 

C r::o, ipbtinetur a:( —^^1^^^— -^^quatio pro parabda Apol- 
ioniana. 

Exempl. 2. S\{itr=^^^^^^^hzhtt^xxfrdy- 

xfa^^-y^ + A, fi quantitas illa conftans A=o quod evenit quum 
fTdy:=:o et y^a^ et aflumatur x=J ^^ a^-^^y^ ^ evadit per 

theorema - -7=== ( - 7-^-^^! — ^ = ».X,^ , ar per integratlonam 
/- / --p— ===.+ €= / — =L=r, quorum arcuum finus ^r: 
^—--^ et cofinus\/i -^^— ^ ficonftans ille C — o, atque indc 
dx (;7]fg=^ ) ~ "^ ■ : . . . i-T ^j^. - qua patet curvam effe tradoriam,. 

T H E O R E M A IV. 

Dicatur fumma tangentlum angulorum HCD et BCD H, et 
differentia tangentium angulorum HCD et CKB K, retentis 

reliquls denominatlonibus erit -~— xzz - --~~ et -~- rr — ^^4^ 

Quonlam 



ex proprktatibus Varlatmh Curvatur^. 489 

Qupnkm dy:=i r/Llj^ erit dy + Tdx r: T + ;^>:^^ ^^ et quum 
H=T4-- :,-l - -j- habetur dy + Tdxzz}ridx, Eodem modo quum 
^a; =: .^ erit /^^jV - ^A;r:=T -- .^^ 

xxnAtflidy^^xzzY^dy. Per theorema igitur 2 et 3 provenit 
dx ^ ^ dp fh^ _ dq ^ ^ 

Jm^^ ^ v^T^ J Kdy V iZf • 

Cor. Si fit ut antea tangens anguli BCD r, cotangens /, fe-* 

y • ^>r clr dx ds 

cans J^i et colecans ^, erit /r— = -— -^ et 



' fm^ r-^r"- Jii^^ iV"/--!^ 



^y dt ^ dy dv 



iSrM. Ope hujus theorematis invenire licet curvas, data rela- 
tioneinter H et a; atqueKet;^. Itaque fit H-X funaioni 

ipfius X evit fBdx^zz /Xdx+ A, vi theorematis ~^^?!^ (^ 

^ J ^ J X^^ + A 

JL^^ i , et integratione fjJL— + C r: ^ r^t^ , . 

Pofita /*-T--^^^ — -.+ Cr:;;^, et N logarithmorum bafi prodit 

^i ^p^-^L^ — \/^\ et/r::^ -^ jquibusfunc-* 

tionibus quantitatis x pofitis v i — X^ et X provenit aequatio^ 
v /'— /"■ f^ V— — .--— naturam curv^arum exprimens. 

Si KrzY funftioni qnantitatis jy, eadem.calculandiratione 
habetur x i^ C—fl^^ - J^- aequatio qua curv^ cognof-- 

cuntur. 

Quandcx) 



490 Methodtis tnvenkndl Llneas Curvas 

Quand(3 f^dx vel fYdy abfoluta intep;ratione, / -: — ^ — vei 
^ ^ ^ £> ^/x^^ + A 

J T^^ZTT^ per redificationem circuli, et / - l,^- vel /^^X'^... ... 

integratione perfefta oBtineanturj, curva eft algebraica. 

Exempl I- SifitH^ ^-+1^1 erit/^^^^^ 
fita A:r-.o habetur per theorema J^ ( ^Jl^\^^ .JL^ 

et per integrationem /^.=r=f^^ + Ciz f—t—. cuius termini 

quum fmt arcus circulares quorum finus \/i -fzz--^^^ et 

cofinusj^ — --i:r^, poiita C = o, obtineturjy (^z=: r~L^\zz sj ax\ 
quse parabolam Apolloniam exprimit. 

BxempL z. Sit H= -^=4 erlt/Hi^^iEiZv^E? . a 



,ax V a^x ax 

axdx / dx 



aequatio pro curva fmuum. 



' et 

2 



per iategrationery^,^^==, + C= -/-i=,etfiC=o, 

^/nrr-- ;^--'— ' ^^ - — ^. et r r- /"^''^ ) /l_f^ 



Exempl. 3. Si fit K=:5f_Lfc erit /K4;=:^-*^' a. a 

fiA=rohabcturpertheorema^-.-.-4-$==- C-_f'l \- f?. p^ 

i.n tegratione A-.==!U==^ + C rr - f—tL^ . q ua 9 = ---.?^ — , 

a:quatio pro hyperbola ^^^quilatcra, 

ExempL 



e^ proprktattbus Vartatlonh Curvaturce. 49 1 

ExmpL 4. Sit K- { .^ erit fYidy = A - \/^* -;^' et fi 

A==o, per theorema--;;^. (=^) = ^^ 

^ et (k ( = -A==) =: ^jHEI qu^ Traaoriam exprimit- 



THEOREMA V. 



Defignetur produftum tangentium angulorum HCD et BCD 
per U, et angulorum HCD et CKB per V caeteris manentibus 

cnt 7 =: --i- et ^^ — zz^. 

J\5dx--x P Y + /Ydy q 

Quoniam </;,= ^ et U = ;^ erit TJy ( = ^) =: 

Udx^ et integrationey T<^ ^jUdx quzjVdy - ^ -jUdx - ;f# 
Et quoniam dx==^-4J= et V = — -L^ erit T^a; ( = - ^-^ \ = 

' V^;, /T^^v -fYdy et j^ +fTdx ==y +/Vdy. Theorematc 

,. dx dp . dy ^dq 

z. et q. prodit -— = - -^ et j. -. 

^ ^ /\]dx^x p y-i-Jvdy q 

Cor. Si anguU BCD tangens, cotangens, &c. defignentur ut 
antea,habetur^^:^^ = -;-^., -^= -^-^, &c. 

SchoL Per hoc theorema curvae inveniuntur ex data relatione 
inter U et at, atque inter V tty. Si enim fit UnX funftioni 

ipfius X erit fudx^^i fXdx + A^ per theorema — — ( = 

— ^L_ ^ =— !^ et per integrationem f . ^^ + log. C = 

JVdx^x) P' ^ ^ JjXdx^;f+A ^ 

VcL.LXXIV- Sff 
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loe. - . PonatuF/^: ^. — - =: n et N bafi logarlthmka, crie 

— r . - ^'' qua aequatione enrvarum indoles innotefcit. 
Si V = Y fun£lioni 5pfius j^^, eadem calculandi ratione pro- 
venit X ( ^f-;^^ -f^-^^^^^ qua curv^ cognofcuntur. 

Evidens hinc eft quod quoties / X^;v vdjYdy algebraice 

y^.^ f . vel /- — ~ perlo2;arithmos.atque /-— — ~ — - 

vel r ''■^-— integratione abfoluta, obtineantur, curva efl 

J ^i~C"N"" ^ 

algebraica. 

ExempL i . Si fit U = 3 ^^i^j U^^ = 3^ + A, fi verojUdx =5 
f. quando a; = o erit A = - ety U^.v - x = — — . Per theorema 

%^^^^ J^^ ( "^ 7~~^ — ) ^ "" "/ ^^ P^^* integrationem log* 
V^^ + 4^ + log. C = log. -^ , pofita ^ = I dum .:i: = o log, C = - 
log. y/^, unde faiSlo a logarithmis tranfitu -~lltif==~ , qua/ = 

^quatio pro Parabola Apolloniana. 

Exempl.z, ^ltV-tz^cntflJdxzztr^J^A, fi autem 

flJdx = o et a: = a\/2, erit A = o etfXJdx - a- = ? - "^^^l^ Vi 

igitur theorematis erit jj^( = 7^2_J = - j > et integratione 

4 log. 



^ fropHefatiMs VariatmmGumatura. 4^^ 

lo^. ^f^^ H' C = log. j qua ;& * _-; ^l -/ = ___ 

^^ JV ( = J^ ^/-^-i ) = — . ' ' ■ aequatio ad cuf vam quaefitam. 

ExempL 3. Si V= -- tntfYdy-A-'l , Tpofit^J^Ydy^^o 
ctyzzo erit A = o et jy + y V^ = ~ • Per theorema obtinetur 
^^ ( = .... ^ W^ et |)et integfationem log,/+ log.C=r 

log. j', fi j-sri et jy = ^ erit log. C= -log. ^% unde ^=-,, 

v/r:7 = ^^£pl atque ^/a; ( = ;^j^) = ^^^^, curva ergo 

eft Elaftica, 

ExempL4. Sit V = '^ ent fVdy = A - ^' , fi /V^^ 

V^= ~— . The- 

orematis ope habetur - ^rr^ (= •— t" — ) = — et integratione 

^ +/ y+Jydy>^ q ^ 

log. ~4====^z +log. C = log. 5^, fi <7 = I et^ = o erit log. C = log, a 
etexinde^ = -;7^, ^/1^=^^, et ^^ ( = -;7^.) - 
^ sequatio pro Logarithmica. 



y 



T H E O R E M A VI. 



Dicatur ED Lj, et AE M, retentis praeterea adhibitis deno- 
minationibus erit — == iv et «y - ^- 

Quoniam d% : d^ iiTdz (JR) ; Tdx habetur ^L = T^^ et 

Sff2 dh 
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^^:=:dx\ Et quoniam dz v dy :: Tdz (dR) : Tdy obtlnetur^M 

Cor. Quum Tdy:=zUdx et Tdx:=:Ydy^ erit fubftltutione 

— zzdxtt^^dy. 

SchoL Hoc adhibito theoremate inveniri poflunt curvae data 
relatione inter T et L, T et M, atque inter U et M et V et L, 

Ponatur L rr: T funftioni quantitatis T habetur per theorema 

— {zz ^^ zz dx tt integrationey ~ + C = ;i^ qua T per x datur* 
Curvae deinde per theorema 2. elici poffunt. 

Si MzzT ipfius T funftloni, habetur eodem modo T perjj^e 

SI M=U fundllonl Ipfius U, obtinetur U per ;f, et fi L =: Y fune^ 
tioni quanrltatis V, datur Vper j^. Per theorema deinde 3. et 
5. curvae inveniuntur. 

Evidens quidem eft quod curvas efle non poflunt algebraicae 

nifiy yW 't^^JIj vely — , obtineantur integratione ab- 
foluta. 

Exempl. I . Si fit L = — - erlt ^L = — jT"'^^ P^^ ^°^ theorema 
--^ (s—jrrrfitf et integratione— +C=:;t;quaT = ^i— :, il 

C = o. Per theorema 2. reperitui;y = ^iJ.y, aequatio pro Para- 
bola Apolloniana. 

Exmp/, 2. SifitM= - r-^^E^^ cntm= — SL- et 

^ J 2.T+T^^ 2.r+Tn* 

ope theorematis -^ ■ ^'Tfl ■ ■ ( = $?) = ^, et integratione — "" . 
a.i+T^l _ 4.1+T» 

+ C=^> quafiC = o, T=-~-^. Per theorema 3. habetur 
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V;y=: " - ^^ , sequatlo pro Cycloide ordinaria. 

Exempl. S'SitL= -ayYctkdL= ~^Ty et per theorema 



adV 



^y^yi-f) = ^)' et integratione ^- + C =j;,etfiC=o,ha- 

beturV=^ et deinde per theorema 5. dxzi m L^ ~y ^ qua con- 
ftat curvam efle Tradoriam. 



T H E R E M A VII. 

Dicatur ut antea CF F et CG G, et fumma tangentium an- - 
gulorum HCD et BCD, H, et difFerentia tangentiura angulo- 

rumHCD et CKB, K,erit €,=:dx et^=dy. 

Quoniam^F (^=idy+Tdx)z=Hdx et dG (^frdyx)^ 
¥idy provenit '^^zzdx et :^=dy. 

Cor. Quum F s - - '"-^' et G = - -■ ^j^- provenit divifion© 
^ _ . ^^ ataue ~ = ^^ . 

Scbol. Auxilio hujus theorematis invenluntur curvae ex data 
relatione inter F et H, G et K, H et/ atque K et q. Nam fi 
fit F=H funaioni Ipfius H, vel G = K funaioni Ipfius K, ha- 

beturper theorema ^ {~'^^)-dx et iutegrationey ~+ Cz=x 

I 

qua H per x datur. Eodem modo ^ ( =^) = ^^ et integra- 



tione f^ + C = V qua K per y obtinetur. Theoreraa 4. xilte- 
rius progredlenti viam moaftrat ad curvas hiveniendas. 
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Patet quod curva non fit algebraica nifi / ~ vclj — obtiiie* 
antur perfeda integratione. 

ExempL i. Si fit Fr:- , "^ -^ habetur per theorema - 

^^^3 ( - ^ ) = ^A^, et integratione-7=^ + C rr ^ ^ qua H = ^ 
' J^_^ ^ j pofita C:=:o. Per theorema deinde 4. provenit^:^ 



s/a"^ - A?^ aequatio pro circulo. 



Exempl 2. Sit Fr: ~~ -^ erit per theorema 



tf .H^-6fHV^H"-~i2^_^ x_ ^Fv _ 



y^^^ii^(= ff) zzdx et integratione fada 



^ 



. H^-6 + H\/H^---i2 



+ C = a;, et pofita C =: o habetur H =^ 



72 
^^ii^ , unde per theorema 4. prodit y^^ax aequatio pro Para- 

bola ApoUoniana. 



Exempl 3. Sit G=-^-— ^ — erit per theorema ™ (=: 
^-^) = dy, et integratione ^ + C=;;, et fi C=ro K = ^ unde 

per theorema 4. ^x=— , qua conftat curvam effe Logarith* 
micam. 

THEOREMA VIII. 

Dicatur ut antea produ£lum tangentium angulorum HCD 
ct BCD U, et produflum . tangentium angulorum HCD et 

CKB V manentibus reliquis denominationibus erit ^j^-^ = dx et 



Quoniam 



x + V=^> 
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Quonlam G = J^Vdy - x erit ^G = T^ - dx^ fed Tdy = W;f , 



dG 



m\^e dG = \J—idx tt --^=.dx. Eeodetn modo quum F = 
y -ir fTdx erit dY zzdy -^'Vdx, fed Tdx-ziYdy quare </F==, 
i+V^et^ = ^. 

Cor. Quoniam G = ^^^^^^ et F = - ^-^—^ , habetur fub- 

ftitutione debita ^^^ = - 7- et ^-J===f = '^/- 

iScy&^A Ope hujus theorematis mdagantm- curvag data rela- 
tione inter G et U vel inter F et V. Nam fi fit G=U fundtioni 
quantitatis U vel F = V funflioni quantitatis V obtinetur per 

theorema in cafu prlori g---^ ir^ij^^ "^^^ ^^ integratione 
r^r^ +C=::v,quayper.:vhabetur; in pofteriori— ^ (= — -^^ 

r:^ et integratione /^^p-;^ + C==jy, quaVhabctur perjy. Per 

theorema deinde 5. curvae cognofcuntur. 

Datur etiam per Cor. U in ^, et V in q^ et confcquenter T 

in p vel 9, nam U = :7==^ et V = -7=:^ • 

I 
Conftat hincquod curvae nonfint algebraicas nifi^ ^^^ vel 

--pr^ obtineantur integratione abfoluta. 

Exempl. I. SifitG = ^-^-^ erit per theorema ^^ (=; 

Ij— ^^ = ^a; et integratiQne log. i - U + log. C = ^ et fi C = ^ 

log. 
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log\ — — - 7 ^^ "^^"-'^'^ '-- = N^ qua Urr — ^^, Per theo- 

ss 

rbma deinde 5. habetur ^ = -^^ — qua conftat curvam eil: Loga- 
tkhmicam, 

Exe?npL 2. Si fit T = ~ — '^ — i-? erit per theorema 

adY / dY \ j ^ .^ ^. ^v^v+2 

^ •gv/vT^ (^TTv; =^ ^t per mtegrationem -^-;^ qua 

V=: — ^2-^; et per theorema 5. dxzz-- ^ ^ ^ '^'^ ■, aequatio adcur- 
vam cujus conftrudio a quadratura hyperbolae dependet. 



THEOREMA IX. 

Smt LC et / ^ duae curvas eandem habentes Evolutam QD, 
dicatur radiorum ofculi CD ^D conftans differentia cC b^ curv^e 
/ c variatio curvaturae S, ceterifque ut antea manentibus erit 
^R _ dp 

Qupniam radius curvatur^ DH evolutse fit RT=R^bS^ 

"^"'^ fis^R^' ^^^P^^ ^I^ (^rdz)= --—^^ multiplicata, 

moftrat effe J^ = - ~£=^ . 

Cor. Si fint ut antea tangens anguli BCD r et fecans j, ha- 
betur^= ^^ et ^::. -«.-^^. 

R^^S i + r^ R^/,S S\/S^~-r 

SchoL Subfidio hujus theorematis invenire licet curvas, data 
relatione inter S et R vel mter S et T nam ^ - -?- . Itaque fi 

X R— ^ * 

ponatur 
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poiiatur S = R fun£lioiii radii curvedinis R^ erit .-=— ( = ;==-- \ 

= --7=^, et integratione A====— ; +C=: - / ,-1 ^ . Sife 

jr=J^+ C rr/ et N logarithmorum bafi habetur \/i -j&^r: 

— r;- — ct p zz 1: . ■ functionibus quantitatis 

R, quibus R per p exprimi potefl. Per theorema igitur i. 
curvas internofcere valemus. 

SiR = S fundioni quantitatis S habetur ■ — ^ (=r: — f-J 

:=: ^.^_^,etintegratione rjL + C=- /"7=» pofit^ 

/«,:,:^4.Ci::r,entv^i -/» » — .-- — ; et/ = _. 

quibus S per p datur. Per theoremata Partis I. invenire licet 
curvas omnes eandem evohitam habetites. 

Hinc videtur, quod curvae non fmt algebraicas nifi /^=======y 



R-^R 



I 

^S 



vel r ■ per circuli reflificationem obtineatur. 

Ea;^/;^//. I. Si fit S=-y^«^ fupppfita ^r:^^ erit per 

r_iL^ + C= -r-i=, fivero arcus ille conftansC = o 
eritv/r^=^:^^^qiia R^t?/, et per Cor. i.Theor. k ha- 
betur ^ = -r^==.j asquatio pro Catenaria. 

VoL. LXXIV. T 1 1 Emnpl 
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Methodus invenkndi Lineas Curms^ &c# 



ExempL 2. Sit S ::r ■ ^^ '^ ^ , pofita^=^-l erit per theorema 

"^^^" iSi) = - 7^^ '^ ^^*^" integrSne -/J^ + C 
"= 'fvh^' "^^^ ^' ^"^^' ha^etur v/T^^^T^ et R = 
tHili^, Per theorema i> dxz:: f\ -^' qua conftat curyam 
jCfle Tradoriam. 




FfuiusJhuus'. Foi.LXXnr. Tab. XXi//. sdo . 





